Bu projede hedef, x'in P(x)'e hangi kuralla baglandigini x'in ardisik arttigi veya azaldigi P(x) degerlerine
bakarak ortaya ¢cikarmaktir. Goruntu kumesindeki tum P(x)'ler tanim kimesinde eslestikleri x'lere ayni kural-
la bagli oldugundan bu kumeden secilmis, tanim kimesindeki hangi degerle eslestigi bilinen P(x) degerlerini
belirli bir isleme sokarak yukarida belirtilen hedefe ulasmanin mumkun oldugu gozukmektedir. Bunun igin
sonlu fark metodu secilmistir.

Sonlu fark, f(x+a) - f(x+b) seklinde yazilan ifadelerdir. a ve b'nin aldigi degerlere gore bu ifade ileri yonlu
(a>0, b = 0), geri yonli (a = 0, b<0), veya merkezi (a>b, a = -b) fark olarak adlandirilir. Iki ardisik sonlu fark
arasindaki fark ikinci dereceden, iki ikinci derecedenin arasindaki ucuncu dereceden, kisacasi ki (n-1) dere-
cedenin arasindaki fark n'inci dereceden sonlu fark olarak ifade edilir.

Bu projede derecesi n olan bir polinomu goruntu kumesinden belirlemek icin n'inci dereceden ileri yonlu
sonlu fark kullaniimis, bu ifadenin polinomun bazi karakterlerine gore degisimleri incelenip polinomun ifade-

sini bulmak igin ozgun bir yontem gelistiriimistir.

YONTEM

Asama 1: Herhangi bir polinom secilir. Bir xo degeri secilerek P(Xxg) yazilir. Bu degerin sagina dogru si-
rasiyla P(xo + h), P(xo + 2h), P(xo + 3h), ... degerleri yazilir. Burada "h", tanim kumesinin degistiriime araligi-
dir. Istege bagl olarak, P(x,) degerinin soluna dogru sirasiyla P(xg - h), P(xo - 2h), P(Xo - 3h), ... yazilabilir.

625 256 81 16 1 0 1 16 81 256 625

(Asama 1'in xo = 0 ve h = 1 icin x* polinomuna uygulanmasi)

Asama 2: Ardisik degerler arasindaki farklar aradaki bosluklara denk gelecek sekilde yazilarak ust
satir olusturulur.
-369 -175 -65 -15 -1 1 15 65 175 369
625 256 81 16 1 0 1 16 81 256 625

(Asama 2'in xo = 0 ve h = 1 icin x* polinomuna uygulanmasi)

Asama 3: En ust satirda sifirdan farkli sabit bir deger tekrar edene kadar Asama 2 tekrarlanir.
24 24 24 24 24 24 24
-84 -60 -36 -12 12 36 60 84
194 110 50 14 2 14 50 110 194
-369 -175 -65 -15 -1 1 15 65 175 369
625 256 81 16 1 0 1 16 81 256 625

Sama en sSonra olusan X) = X Seridinaen bir Kkesi
(A 3't | P(x) = x* seridinden bir kesit)

edilmistir. Yani polinomun n’inci dereceden sonlu farkini gosteren AP"(x) degerinin h"k,n!’e esit oldugu bulunmustur.

KANIT

Kanitlanmasi gereken, n'inci dereceden bir polinomun n'inci dereceden sonlu farkinin onceki sayfada ulasilan ifadeye
esit oldugudur. Polinomlar genel olarak kox" + kn.1x™" +...+ kax> + kox® + kyx + ko seklinde yazilabilir. Birinci dereceden son-
lu fark AP(x) = P(x+h) - P(x) seklinde, bundan sonraki sonlu farklar da AP?(x) = AP?*'(x+h) - AP*'(x) seklinde yazilabilir.
Oncelikle bu ifadeleri kullanarak sonlu farklardan ilk gl yazilr:

AP(x) = P(x+h) - P(x)

= [Kn(X+h)" + Kna(X+h)" " +...+ ka(x+h)® + ko(x+h)? + kq(x+h) + Ko] - [knX" + KnaX™ +...+ kX + koX® + kqx + Ko]

= Ka[(x+h)" - X" + Kna[c+h)™ - X™] +.# ka[(xth)” - X7] + ko[ (x+h)? - X*] + kq[(x+h) - X]

Goruldugu uzere Kg'lar birbirini goturmus ve sabit terim kih olmustur. Dogal olarak bundan sonraki farkta da k+h'ler bir-
birini goturecektir. Bir sonraki sonlu fark yazilmadan once koseli parantezlerin icleri acilir:

AP(x) = k,[nx""'h + ©x™h? +..+ @x*h" + nxh™" + h"] + ko4[(n-1)x"%h + GIX"h? +. .+ E9x*h™ + (n-1)xh™ + h"'] +...

+ k3[3x°h+3xh*+h’] + ky[2xh+h?] + k4[h]

Ikinci dereceden fark yazilmadan 6nce koseli parantezlerin igindeki x'e bagli terimler sonraki farklari yazarken kolaylik
saglamasi agisindan paranteze alinir:
AP(x) = k,[nh(X™") + ©®h%(x™9) +...+ “Dh™4(x?) + nh™"(x) + h"] + ky4[(n-1)h(X"?) + GIhAX™) +...+ COh™3(x?) + (n-1)h"?(x)
+ h™'] +...+ k3[3h(x*)+3h*(x)+h’] + ko[2h(x)+h?] + k4[h
Bu islem bir sonraki farkta (x+h)'lerin dogrudan parantezin igine yazilmasi icin yapilmistir. Simdi ikinci dereceden fark

yazilir:
AP?(x) = AP(x+h) - AP(x)
= ko[nh([x+h]"" - x™") + ©h%([x+h]"? - x"2) +..+ h"%([x+h]? - x?) + nh"™"([x+h] - X)] + Kn4[(n-1)h([x+h]"2 - X™2) +

Oh%([x+h]™° - X™°) +...+ COh"([x+h]* - X°) + (n-1)h"%([x+h] - X)] +...+ ks[3h([x+h]* - x*) + 3h*([x+h] - X)] + ko[2h([x+h] - X)]

Goruldugu uzere birinci dereceden sonlu farktan ayri olarak x'e bagli terimlerin farkinin yazildigi yerlerin derecesi bir
dusmektedir, ayrica n'in kombinasyonlari ve h'nin kuvvetleri her birinin basina katsayi olarak gelmektedir. Ek olarak once-
den belirtildigi Uzere k4h'ler birbirini goturmustur. x'li terimlerin farklari agilacak olursa:

AP?(x) = ky[nh[(n-1)x"*h + C9x™h? +..+ Ox*h™ + (n-1)xh™* + h""] + ©h(n-2)x"°h + Ix"h* +.+ x*h"™
+ (n-2)xh™ + h"?] +..+ @h™[3x*h + 3xh? + h’] + “h™[2xh + h?] + nh™'[h]] + K.4[(n-Dh[(N-2)x"°h + Ox™h* +...
+ x*h™ + (n-2)xh™ + W™+ Oh(n-3)x"*h + IX"°h? +..+ Cx*h™ + (n-3)xh™ + h™°] +..+ ©Ih"*[3x°h + 3xh? + h°]

+ ©Oh"3[2xh + h?] + (n-1)h"Z[h]] +...+ ks[6xh? + 6h%] + ko[2h?]

disinda hicbir terim kalmaz.

2) Ayrica gozlemlendigi Uzere her sonlu fark alindiginda x'li terimlerin derecesi birer dusmektedir. Buna gore, K,
katsayili ifadenin icinde x'e bagli ifadelerin en yiiksek derecelisinin derecesi P(x) = AP°(x)'in iginde n-0=n ol-

dugundan, a'inci dereceden sonlu fark alindiginda bu derece n-a olacaktir. n'inci dereceden sonlu fark alindi-

ginda ise n-n=0 olacagindan ifade x'lerden bagimsiz olacaktir.

3) Her sonlu fark alindiginda, terimlerin derecesi birer dustugu icin sirayla her terim once sabit terim olup sonra
da kaybolmaktadir. Her sonlu fark alindiginda her terimin h'nin kuvvetlerini iceren en sagdaki ic parantezi
kaybolmakta, sagdan ikincisi ise sabit terime donusmektedir. AP(x)'te k, katsayili terimin icinde h'nin  kuvvet-

lerini iceren en soldaki i¢ parantezde n-(1-1) = n terim vardi. Yani n kez sonlu fark alindiginda n-(n-1) = 1 te-

rim olacaktir, bu terim de yukarida gosterdigimiz uzere x'ten bagimsiz olacaktir.

4) Dereceler dustukce ifadelerin basina n'in kombinasyonlarinin ve h'nin kuvvetlerinin katsayi olarak geldikleri

onceden gorilmiistl. AP%(x)'te k, katsayili terimde en soldaki i¢ parantez nh[(n-1)h... seklindeydi. AP*(x)'in
acitlimi yapilmamis olmasina ragmen bunun nh[(n-1)h[(n-2)h... sekline gelecegini gormek zor degildir. Yani
a'inci dereceden sonlu fark alinirsa nh[(n-1)h[...[(n-a+1)h... seklinde olan ifade n'inci dereceden sonlu fark ali-

nirsa nh[(n-1)h[...[(n-n+1)h... sekline, yani h"n!'"e gelecektir. En i¢ parantezin de x'e bagl olmadigi dnceden
gosterilmisti. Bastaki k, katsayisi da isleme sokulursa AP"(x) = h"k,n! olmaktadir.

SONUCLAR ve TARTISMA

Bu projenin sonucunda bir polinom fonksiyonunun goruntu kumesinden elemanlar kullanilarak polinomun ifade-
sinin bulunmasinin sonlu fark yontemi ile mumkun oldugu gorulmustur. Bunun yapilmasi i¢in de polinomun derece-
sinin, bas katsayisinin ve tanim kumesinin arttirilma araliginin bilinmesi gerektigi anlasiimistir. Polinomun derecesi
seridin basamak sayisindan bulunabilirken diger ikisinin verilmesi gerekmektedir.

Bu projede seritlerin polinomsal karakteri yeni bir inceleme konusu olabillir. Zira ayni seritler derecesi tam sayi
olmayan (6rn. f(x) = ¥**+), Ustel, trigonometrik, logaritma, veya faktoriyel iceren (6rn. f(x) = x! + 8x + 4), ya da bunla-
rin kendi aralarinda kesisimi seklinde olan fonksiyonlara genellenirse bilinmesi gereken derece etmeninin kullanimi
faktoriyel islemi sadece dogal sayilarda gecerli olacagindan islevsiz olacak, hatta derecenin faktoriyeli, derecesi ol-
mayan trigonometrik ve logaritma fonksiyonlarinda tamamen kullanilamayacaktir. Ayrica arttiriima araligi ve/veya
basglanilan x degeri bilinmeden sadece goruntu kumesi verilerek sonuca ulastiran bir yontem gelistirmenin imkani
da arastirilabilir. Bu proje goruntu kumesinden genel ifadeye gecis acisindan bir temel olarak kullanilip soz konusu
diger arastirmalar bu temel ustunde yapilabilir.
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